Corrigés chap. 7 CONSERVATION ENERGIE ET QUANTITE DE MOUVEMENT

Exercice 7.3 Mouvement perpétuel
1. Le bilan des puissances donne 'éqguation suivante

fﬂ pavaV + [ tvis = o f Sov3dV + f o édv (17)

Le premier terme représente bien la puissance de la force de gravita-

tion
f pgvdV =g.v / pdV = mgv (18)
Q 0

ol v oest la vitesse du centre de gravite du svstéme bille -+ ressort.

Encas d’absence de friction, la force appliquée sur le systéme hille-fressort
est nulle. Done, le deuxidme terme est nul.

/ t.vdS =10 (19)
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Le troisicme terme est le terme d'énergie cinétigque et vaut :
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Le quatritine terme represente la puissance due a la déformation do
systome bille fressort, avee € = g% et o= Fe (E represente le module
d'clasticite). Ce terme peut également s'écrive

[g:édlf’:fEf:édV (21)
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A Taide de egalite 2e 1 € = -,'E%{Ezj. nots obtenons

D 1 s,
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En ajoutant les termes nous donne :
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mgv — —(=mn { I*uf )=0 (23)
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En remplacant v par % le terme final qui sera constant au cours du

mouvemnent di systéme bille-ressort est donné par
| 1.5 , I
mgz — {'Emv ) — (5.{1(-? ) = Cte (24)

Avant que le ressort ne touche le sol, le quatriéme terme {%I{EQ) est

nul, et a partiv de U'squation (23], nous pouvons trouver la vitesse lors
de la chute Libre de 1a hille -
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mgv = —(=mv~) (25)
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Do, la vitesse lors de la chute libre de la bille devient :

v=+/29Az (27)

. Audebut de la compression du ressort z angmente alors que v diminune,

a partir de 'équation (23) nous avons done -
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mgv = = (5mv’) + oo (5K (

Az=0onav =y et, 'équation régissant le mouvement devient
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Eﬂwz + EI{ﬁQ —mgz = Em-u{z} (29)

. Lors de la compression maximale du ressort, © = () et nous avons ega-

lement €mpe = Zmae/ L. qui donne U'équation ci-dessous an deuxiéime
ordre 4 résoudre

| .9 N -
EP‘L {zma:?:;!‘[-'} - 'rng{zmaz} = E?R'U{} (30)
Qui pour solution suivante (avee z () :
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. Pour z tel que 0 < 2 < 200, le mouvement d'ascension du systéme

bille -+ ressort doit satistaire 'équation ci-dessous ( avec € = ¢ of
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2 m( {”} + Qh (z/L)" —mgz = 5™ (32)

La solution de cette équation differentielle donnera le déplacement z
en fonction du temps lorsque le ressort touche le sol. En négligeant
les frottements, le systéme bille+ ressort rebondit aprés avoir touché le
sol, jusqu'a la position H. La séquence chute libre-rebond jusqua la
position H est répétée.

6. Dans une situation réelle, on les frottements ne sont pas negliges, il v
atra un travail négatif accompli par les forces de friction (deuxiéme
terme de Uequation (17)). Done, dans ce cas, la position finale de la
bille va diminuer avec le temps de H a ().

Exercice 7.7 Refroidissement newtonien

Un corps de masse m, de volume V et de chaleur spécifique, cp, constante est suffisamment
petit pour que lors de son refroidissement on puisse considérer sa température comme uniforme.

Réécrire I’équation de conservation de I’enthalpie par unité de masse, h, (eq. 8.32)
appliquée au cas présent.

pg—}tl + p(f?h + div jT = QT
Pas de source/puits de chaleur donc Qr = 0.
Pas de transport de fluide donc v = 0.
cp est constante donc h = ¢,T. 1l vient alors pcpT + divﬁjr =0
Intégrer cette équation sur le volume V en utilisant le théoréme de la divergence et en
appliquant une condition de Cauchy pour le refroidissement en surface ET =h (T-T,)n ou

h est le coefficient de transfert thermique en W/m?K et Tex la température du milieu
extérieur

[pe, T+ [divy, =pVe, T +[ j,.ndS = pVe, T +[h(T-T, )dS = 0

\% \% N S
Comme T est uniforme dans le volume V, elle est aussi uniforme sur sa surface et on peut donc
intégrer 1’équation : chpT +h(T-T, )S=0
Résoudre alors cette équation différentielle pour obtenir la loi T(t) en posant T(0)=To > Tex. On
fera alors apparaitre le temps to caractéristique du probléme.
I1 s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants :
solution particuliere T = Tex
équation homogene : chpT +hST =0 qui a pour solution

T=Ae™""") = Ae™™ avec t, = (pch)/(Sh) = (mcp)/(Sh)

La constante A est donnée par la condition initiale. Il vient alors : T =T, + (T,-T,, )e""*’

Quelle est la limite de cette approche ?

La piece doit rester petite car le flux diffusif en son sein est négligé en disant que sa température
est uniforme. En réalité, un gradient de température soit s’installer dans la picce elle-méme
sinon, elle ne pourrait pas refroidir !



NB : Pour bien voir la limite du mode¢le, on pourrait résoudre le méme probléme sur une boule
de rayon R en considérant la diffusion a I’intérieur de la sphére. Cela méne a une équation aux
dérivées partielles qu’il convient de résoudre par méthodes numériques approchées.

oT 10 oT oT
Avec T=T(r,t iant de 0 4 R: -kAT+ pCp— = -k| = —| 1’ — | |+ pCp—=0
vec (r,t) pour r varian a p pat (rzé‘r{r 8rD p p&t
oT
avec -k E] =h(T(=R)-T, ) et T(O,r) =T,.

=R

Exercice 7.9 : température dans une conduite cylindrique

Une conduite cylindrique de rayon intérieur Ri et de rayon extérieur Re est parcourue par un

fluide chaud a température Ti. Une perte de chaleur se fait par diffusion ET =—kVT a travers

la paroi de la conduite. La conduite est constituée d’un métal de conductivité thermique k et de
chaleur spécifique Cp, toutes deux supposées constantes. La température est fonction seulement
de r, distance a I’axe de la conduite.

Ecrire la loi générale de conservation de I’enthalpie appliquée au cas de la chaleur en
précisant la signification physique de chacun des termes.

On se place dans un repére cylindrique avec z selon I’axe du cylindre. La température est

alors fonction seulement de r, distance a I’axe de la résistance puisqu’on néglige les effets

d’extrémités en z (H trés grand devant R) et qu’il y a invariance du probléme par rotation
ch . .

d’angle 0. Conservation de 1’enthalpie : P T pveradh + divir = Qr

Dans notre cas, il n’y pas de vitesse du matériau donc le terme de transport est nul. De plus, on

n’a aucun terme de production de chaleur. Enfin le vecteur flux de chaleur jr vaut —k gradT.

Appliquer cette loi au cas présent en supposant un état stationnaire et en écrivant que h =

CpT.

. . . T
La conservation de I’enthalpie devient dans notre cas : -kAT+ pCp% =0=-kAT

La température dans le métal vérifie donc AT = 0.
Résoudre alors cette équation en supposant T(Ri) = Ti et T(Re) = Te. On fera apparaitre le terme
T-T.

1

— . Onrappelle que dans le systéme de coordonnées cylindriques (r, 0, z), le laplacien d’une

T,.-T,
2 2
fonction scalaire (1,0,z) vaut Af :li[ri}+ia / + of
rorl or] o6 o
T=T(r) et ATzlg ra—T =0 soit i ra—T =0, ré—T=A
ror| or or| or or

%F=A/r et T = Aln(r) +B, CL: AlnRi + B =Ti et AlnRe + B =Te qui donne ;21; =In(r/Ri)/In(Re/Ri)

Calculer la perte de chaleur en surface de la conduite sur une hauteur H.
La perte vaut sur la surface extérieure en r = Re :

ZﬂRer(Zl =27R HK(T,-T,)/R, In(Re/Ri)=27Hk(T,-T;)/In(Re/Ri)
r

Cette perte est égale a la chaleur rentrant dans le cylindre en r = Ri puisque le régime est

stationnaire. 27rRl.Hkaa—T =27R HK(T,-T;)/R, In(Re/Ri)= 27Hk(T,-T,)/In(Re/Ri)
r
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